
CIENCIA Y SOCIEDAD
VolumeD XIV, N6mero 3
Julio -Septiembre,1989

ANALISIS ESTRUcruRAL DE ELEMENTOS HEUCOIDALES
(Momento Torsor Uniforme)

DANIEL COMARAZAMY'

El analisis de elementos helicoidales ha sido discutido ampliamente por
varios especialistas en diversas revistas tenicas y "journals" del ASCE, especial-
mente a principios de la decada de los afios sesenta.

Los profesores V. Bergman 1 y A. Scordelis,2 al igual que V. Morgan,3

presentan el analisis de este tipo de estructura pero de una forma muyescueta,
ya que se limitan a un elemento aislado y con los extremos empotrados.

El aporte mas significativo sobre el tema, 10 realiza el Prof. A. Cusens 4,5,6

con una serie de pruebas de laboratorio y con la confecci6n de varias graficas
de analisis para escaleras helicoidales con variaci6n de radios y angulos de
inclinaci6n de las rampas. Sin embargo, el tema de la excentricidad de cargas
no ha sido tratado con amplitud.

Es importante recordar que, en un elemento helicoidal, el eje sobre el cual
act6an las cargas no siempre coincide con el eje longitudinal de la secci6n, por
10 que se crea una excentricidad de cargas que origina un Momento Torsor
Uniforme. El mismo debera tomarse en cuenta siempre y cuando la raz6n de
ancho a radio de la escalera sea mayor de un tercio, seg6n 10 expresado por el
Prof. A. Scordelis.2

Sobre este particular hemos extraido la subrutina DESTOR del programa
HELICE, que forma parte de nuestra Tesis de Maestria en Ingenieria de

Carrera de Ingenierfa Civil, INI'EC.
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Estructuras 7 Y que investiga el efecto de la excentricidad en un elemento

helicoidal. De igual forma presentamos un ejemplo practico cuyos resultados
comparamos con los obtenidos pOT A. Scordelis,8 relativos a su "discussi6n"
acerca de los trabajos publicados pol Cusens.4 Como se podra notar, los
resultados presentados en la tabla de comparaci6n, son altamente satisfac-
torios.

Para el analisis estructural hemos implement ado las modernas teonas de
los Elementos Finitos9 as! como los conceptos del algebra matricial en la
ingeniena de estructurasl0 y de los al~oritmos computacionales.ll POT OtTO
lado, las teonas estructurales clasicasl ,13 haD sido incorporadas, de maDera
directa, al presente trabajo.

Desarrollo teorico

Consideremos un elemento estructural y helicoidal con seis grados de
libertad pOl nudo (ver fig. I-a), con un radio R en planta y cuyo primer nudo
coincide con las coordenadas (R,O,O).

Un punto cualquier 'B' contenido en el elemento, tendra coordenadas
cartesianas x = RcosB Y = RsenfJ z = PfJ donde P representa el paso de rosca
("pitch") que guarda el helicoide cada vez que rota 36Q2 al ganar una altura H,
de donde tenemos que P = H/(2).

Ahora bien, si U y V representan ejes perpendicular y paralelo al area de
secci6n, entonces W indicara un eje perpendicular al pIano que contiene los
dos primeros (ver fig. 2).

El diferencial de longitud del arco helicoidal ds con proyecciones dx, dy,
dz, y siendo u el vector unitario a 10 largo del eje U, se puede expr~sar como
funci6n de los ejes unitarios i, j, k segun

dsu = dx1 + dYj + dZk de donde

ds = [&2 + dyZ + dC]1/2

sustituyendo las derivadas apropiadas:
dx = -RsenfJdfJ dy = RcosfJdfJ dz = pdfJ

ds = d8(R2sen2fJ + R2cos2fJ + p2)1/2

simplificando la ecuaci6n anterior y llamando
C = [1 + (P/R)11/2 entonces, la longitud del arco sera igual a

ds = CRdfJ

de aqui que (CRdfJ)u = (- RsenfJdfJ)i + (RcosBdfJ)j + (PdfJ)k

pOl 10 que el vector unitario a 10 largo de U sera,
u = (-senfJ/C)i + (cosB/C)j + (P/CR)k
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y el vector unitario v paralelo al pIano X- Y sera

v = (cosO)i + (senO)j

si realizamos el producto cruzado u x v obtenemos

w + (-PsenO/CR)i + (PcosO/CR)j -(l/C)k

La excentricidad de la carga uniforme, respecto al centro de gravedad del
helicoide, se puede determinar de la siguiente manera. Tomando como base la
fig. No.3, y usando un elemento con un ancho "b" tenemos que, el elemento de
area dA = Sdr = Ordr y llamando G al centro de gravedad del elemento
helicoidal, sabemos que G = R + e y como,

G =S rdAI dA

G =S r (Ordr)/ Ordr

G =SRZ rZdr/ Rz rdr

Rl Rl

G = 2(Rz3 -R13)/[3(Ri -R11]

sustituyendo los valores de Rl = R -b/2 Y Rz = R + b/2, tenemos que,

G = R + bz/12R e igualando se obtiene,

R + e = R + bz/12R

de donde e = b2/12R

obviamente el vector unitario a 10 largo de dicha excentricidad se puede
expresar como:

e = e{(cosw)i + (senw)j}

y el momenta torsor como:
dMt = -e x df siendo df el vector de fuerzas de la carga 'g' distribuida
uniformemente

df = [gCRdw]k

sustituyendo y efectuando el producto cruzado, se tiene que

dMt = (egCrcoswdw)j -(egCRsenwdw)i integrando y evaluando el resultado
desde 0 basta 0, obtenemos,

Mt = egCR[senO)j -(cosO -l)i]

Ahora bien, la proyecci6n de este Momento Torsor Vniforme, a 10 largo
de los ejes de la secci6n V, V Y W se consigue mediante el producto ponto (dot
product) de los vectores:

Ml = Mt .v

Ml = egCR[senOj + (cosOi + senOj]
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donde Eft, Eh Y GJ representan rigideces flexionantes y torsionales. El valor
del = (1-0.63x1y)x3y/3seglm la norma delACI 318-83 (13.7.5.3) yrecordando
que ds = CRdfJ

Las derivadas parciales correspondientes, con respecto a carla una de las
seis fuerzas se expresa en la tabla siguiente:

AI integrar y evaluar apropiadamente encontramos los desplazamientos
ocasionados por la excentricidad, considerandose la misma positiva si actua
centrffugamente y negativa si es centrfpeta.

[c2R2/EIl 

+ p2/Eh + R2/GJ]eg6/2-

-c2R2egsen(J/Eh +

+ [c2R2/Eh -p2/Eh -R2GJ]egsen2(J/4

MI = egCR (l-cosO)

M2 = Mt.w

M2 = egCR[senBj + (cosO -l)i].P/CR[-senBi + cosOj)

M2 = egPsenO

T = Mt .u

T = egCR[senOj + (cosO -I].l/C[-senBi + cosOj)

T = egRsenO

Los desplazamientos que produce este momento torsor uniforme, pueden
seT expresados en funci6n de las fuerzas que los provocan mediante el metodo
de trabajo virtual y la ecuaci6n que defme la energia de deformaci6n unitaria.
Estos desplazamientos deberan seT afiadidos al vector consistente de cargas del
elemento helicoidal,



qt2 

= [c2R2/Eh -pZ/EIz -R2/GJ]egsen20/2 +

+ c2R2eg(cosO -l)/Eh
qt3 = [RP/EI2 -RP/GJ]eg(l- cosO)

qt4 = [Pc2TR2/Eh -p3/EIz -PR2/GJ]egOcos2fJ/4 +

+ [-Pc2R2/Eh + p3/EIz + PR2/GJ]egsen2lJ/8 +

+ [R2P/EIz -R2P/GJ]eg(2fJ -sen2lJ)/4 +

+ Pc2R2eg[senO -OcosO]EIl
qt5 = [Pc2R2/Eh + p3/EIz + PR2/GJ]02eg/4 +

+ [Pc2R2/Eh -p3/EIz -PR2/GJ]Osen2lJeg/4 +

+ [Pc2R2/EI1 + PR2/EIz -PR2/GJ]eg(1- cosO) +

+ [-c2R2/Eh + pZ/EIz -2R2/EIz +

+ 3R2/GJ]Psen2fJeg/4 -Pc2R2eg(OsenO)/Eh
qt6 = [-c2R3/Eh + RpZ/EIz + R3/GJ](sen20/2-1+cosO)eg

reagrupando terminos y llamando
G1 = c2R2/Eh G2 = p2/EIz

G3 = R2/GJ G4 = (PR/EIz -PR/GJ)

Y a la vez, aiiadiendo los terrninos de desplazamiento que se produceD
en la direcci6n de los grados de libertad propios del elernento,
tenernos que,

qU = (G1 + G2 + G3)egO/2 + (G1- G2 -G3)egsen2lJ/4 -Gi(egsenO)

qt2 = (G1- G2 -G3)egsen20/2 + G1[eg(cosO-1)]

qt3 = G4[eg(1- cosO)]

qt4 = Peg[G1- G2 -G3][2fJcos2fJ -sen2lJ]/8 + RegG4[2fJ -sen2lJ]/4 +

+ PegG1[senO -OcosO]

qt5 = Peg[G1 + G2 + G3]fJ2/4 + Peg[G1- G2 -G3]Osen2lJ/4 +

+ [PG1 + RG4]eg(1- cosO) -[P(G1- G2 -G3) + 2RG4]egsen2fJ/4

qt6 = Reg[G1- G2 -G3][1- cosO -sen20/2]

qt7 = RCeg(cosO -1)

qt8 = RCegsenO

El ejernplo que se presenta, ha sido tornado de un "discussion" del Prof. A.
Scordelis (8) sabre un trabajo realizado par el Prof. A. R. Cusens (4) publicado
par el journal del ACI en ell964. La convenci6n de signos para la interpretaci6n
de la salida del programa HELICE, se ilustra en la fig. 1-b.
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El mismo esta acompaftado de los diagramas de cortante y momento (fig.
4) Y de un disefio (fig. 5) que, aunque no esta acorde con las modernas teorias
estructurales, se hizo con la finalidad de compararlo con el presentado pOT A.
Cusens. En nuestra opini6n, se debe tomar en consideraci6n el efecto de la
flexocompresi6n que ocurre en el elemento.

A continuaci6n presentamos la subrutina DESTOR que acompafia al
programa HELICE escrito en lenguaje FORTRAN.
c
c

subroutine destor (g,p,e,r,eil,ei2, gj, fi, ft, c)
dimensi6n ft(8)

cc 

argumentos:c 
g ---carga uniformemente distribuida

c p ---h/(2 ) [h = paso de rosca ]c 
e ---excentricidadc 
r -ei2 -gj rigideces flexionante y torsional

c fi ---Angulo del helicoidc en planta
c ft ---valor del desplazamiento dcbido al torsor uniforme
c c ---factor de amplificaci6n del arco del helicoidc
c ---c = [1 + (p/r2]1/2

fI2=fi*fi
s1 = sin(fi)
s2 = sin(2. * fi)

s22=s1*s1
col = cos(fi)
co2 = cos(2. * fi)
gl = e*g*c*r*r/ei1 -
g2 = e*g*p*p/ei2
g3 = e*g*r*r/gj
g4 = e*g* (p*r/ei2-p*r/gj)

g5 =g1+g2+g3
g6 = gl-g2-g3
ft(1) = g5*f1/2. + g6~s2/4.-g1 *s1
ft(2) = g6*s22/2. + g1 *( co1-1.)
ft(3) = g4*(1.-co1)
ft(4) = g6*p*(fi*co2/4.-s/8.) + g4*r*(fI/2.-s2/4.) + g1 *p*(s1-fi*co1)
ft(5) = g5*p*fi2/4/ + g6*p*fi*s2/4. + (g1 *p + g4*r)*(1.-co1)-(g6*p +2

.*r*g4 *)*s22/4.-g1 *p*fi*s1
ft(6) =g6*r*(1.col-s22/2.)
ft(7) = g*c*r*e*(co1-1.)

ft(8) =g*r*c~e*s1
return
end
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Ejemplo N° ~

"HELICOIDAL STAIRCASE STUDY". -A.R. CUSENS

t " 0 15mts

H .3 30 mts

b " 2.00 mts

R .5.00 mls

e " 6.67tms

W" 1.70 T/mt

fA" 240 kg/tm.z

fr" 3200 kg/tmZ

f." 1280 kQ/cmz
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Programa HELICE
V. Custodio

D. Comarazamy

Proyecto = = > Ejemplo Escalera Helicoidal #5

Helicoidal Staircase Study con excentricidad = .067 (A R Cusens)

Viga Helicoidal con 1 Elementos, 2 Nudos y 2 Soportes
Modulo de Elasticidad = .2659E + 07

MOdulo de Cortante = .1139E + 07

Elemento No.1 = = del Nudo 1 al Nudo 2Tipo 

= = Curvo

Radio = = 5.00Alt. 

entre Nudos = = 3.30Angulo 

en Planta = = 80.00 gradosAngulo 

entre eje
Local y Global = = .00 grados

Carga Uniforme = = -1.700 gradosExcentricidad 

= = .07
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Programa HELICE

Proyecto = = = > Ejemplo Escalera Helicoidal #5

Helicoidal Staircase Study con excentricidad = .067 (A R Cusens)

, Desplazamientos medidos en referencia a los Ejes Globales de la Estructura

.<XX>E+OO

.<XX>E+OO
.OOJE+OO
.OOJE+OO

.(xx)E+OO .(xx)E+OO

.(xx)E-t-OO .(xx)E+OO

<XX>E+OO

<XX>E+OO
.OO:JE+OO
.OO:JE+OO

1
2

Fuerzas 

Internas y Momentos a 10 largo del Elemento No. = = > 1

,====================================

Cortante
Radial

~.65
-752
-8.16
-8.55
-8.68
-855
-8.16
-752
~.65

Momento
Lateral

-30.70
-23.82
-16.27

-8.25
.00

8.25
16.26
23.82
30.70

Seccion
Grados

.00
10.00
20.00
30.00
40.00
50.00
60.00
70.00
80.00

Fuerza Momento
Axial Torsor

-7.85 .34

-6.03 .39
-4.09 .33
-2.07 .18

.00 .00
2.06 -.18
4.08 -.32
6.03 -.39
7.85 -.34

Cortante
Transv.

3.55
2.60
1.70

.84

.00
-.84

-.1.70
-2.60

-3.55

Momento
Horiz.

-.152

-.53

.09

.44

.55

.44

.09
-.53

-1.52

Suma
Trasl Y

558
-558

Suma
Trasl Z

6.56
6.56

Suma
RotY

12.81
.73

Suma
RotZ

-27.90

-27.90

Suma
Trasl X

6.65
-6.65

Nudo Suma
Rot X

152
-12.88

1
2
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DISENO

Momento 

Horizontal
en extremos 1.52 T -mt

= 11.32 cm2A = 1.52 x 1(xx) x 100
1280 x .874 x 12

use 9 0 1/2"
A = 11.43 cm2

en centro 0.55 T -mt

= 4.07 cm2A = 0.55 x 1000 x 100

1280 

x .874 x 12

A = .0025bd = 6.00 cm2Cusens recomienda

use 

9 03/8"
A = 6.39 cm2

Momento 

Lateral
maximo 3O.70T-mt

= 12.97 cm2A = 30.7 x 1000 x 100
1280 x 185

use 50 3/4"
A = 14.25 cm2

Cortante 

Transversal

Y' = 0.530 (fc,)O5= 6.98 kgicm2

V' ~ V/(bd) = 3.55 x 1000 = 1.48 kg/cm2
200 x 12

use @ 3/8" .15
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A-A 9' 1/2

/\
B-B

503/8 'I Y8 0 "

}
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