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ALGEBRA

LEANDRA TAFPIA DE DESTRO

Con el afirmarse del estudio del Algebra Abstracta, las es-
tructuras algebraicas han adquirido wna importancia notable en
varias ramas de la ciencia, llegando a ser palrimonio comun de
estudiosos no solo de matematicas,

Bastara pensar en las significativas apiicac‘iunes de la teoria
de los grupos  en las distintas t:!lsmp]mas cientificas. Incluso, la
represpntacmn de grupos ha :Dntrlbu:do a la elal:ru::rﬂl:mn de la
mecanica cuantica contemporanea y de la teoria de particulas
elementales.

Sin entrar en particulares, recordamos que se trata de con-
juntos en los cuales estan definidas operaciones que satisfacen
determinadas propiedades. Taeles propiedades han sido individuadas
mediante un proceso de abstraccion, examinando las situaciones
mas comunes.

El Algebra Universal consiste en un ulterior proceso de abs-
traccion: se propone, en efecto, el estudio en general de las pro-
piedades de las estructuras algebraicas.

Recordamos, antes de nada, que una “uperacidn“ es una apli-
cacion que hace corresponder a cada n-pla (ordenada) de elemen-
tos de un conjunto uno y solo un elemento del mismo conjunto; n
representa "la ariedad" de la operacion (asi, para n=2 tenemos
las operaciones binarias). Por motivos en los cuales no nos dete-
nemos, se aceptan como operaciones con n=0 las constantes,
esto es elementos privilegiados del conjunto.
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Sin introducir complicadas definiciones formales, podemos pen-
sar en un algebra (o algebra universal o estructura algebraica)
como un conjunto, llamado conjunto base, con operaciones defini-
das sobre el.

Es claro notar como con esta definicion entran todas las es-
tructuras algebraicas mas notables.

Por ejemplo, los grupos puedEn} ser presentados o comao é]qe—
bras dotadas de una unica operacion binaria con las bien conoci-
das propiedades o tambien como algebras dotadas de tres opera-
ciones: la ya citada binaria, mas la operacidn unaria de pasaje al
inverso vy la operacion O-aria (constante) dada por el elemento
neutro.

Esta ultima presentacion menos difundida a nivel didécti‘cu,
presenta notables ventajas en el estudip de los grupos en e] anm-
bito de las teorias de los modelos ¥, mas en general, de la logica.

En la definicon de Algebra entran casos menos consuetudina-
rios; citamos, por ejemplo, los enterns positivos con las dus
UPEI'EEIDHES I:I‘.‘nll‘l‘:‘ll"las} de maximo E‘EIITILII'I divisor Y l'I'IiI'lI.I'I"bD EDITILIH
multiplo; agregamos que esta algebra es un reticulo distributivo.

Maturalmente, al enfrentar los distintos problemas del Alge-
bra Universal, es oportuno considerar simultaneamente solo alge-
bras "similares"; esto es, algebras en las que aparecen operacio-
nes de la misma ariedad y en igual numero [(aunque con propie-
dades diferentes): asi un anillo, representado por las dos solas ope-
raciones binarias es similar a un retfculn, en cuanto tambien es-
te Ultimo esta dotado exactamente de dos operaciones binarias.

Los Polinomios

Sea .-'-‘-. un algebra con dos operaciones binarias, representadas
por los simbolos & y O y con una operacion unaria’. Es inmediata
la posibilidad de componer entre ellas las uperacmnea dadas, ob-
teniendo asl nuevas operaciones: por ejemplo, si a, b, ¢ represen-
tan elementos del algebra A, se pueden considerar las siguientes
escrituras: (a o b) ac, a' a{b' o c)'. Las ultimas escrituras repre-
sentan funciones (de ariedad 3 y 2 respectivamente) que asocian
a n-plas de elementos de A otro elemento de A; tales funciones
toman el nombre de polinomios. Méa, en general se llaman poli-
nomios sobre un algebra, las aplicaciones que se obtienen al
componer las operaciones bases.

A titulo de ejemplo, consideramos el caso de los anillos con-
mutativos, esto es de estructuras de dos operaciones binarias gue
indicamos con los simbolos + v . Se encuentran, por ejemplo: en
los -casos de ariedad 1 y 2, los polinomios de la formas
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ri n, m )
Exl % I xlyl

i=1 hi-y=1

La expresion (x*+y)(x+z) es un polinomio sequn la definicion
vista: en efecto, en virtud de la propiedad distributiva del pro-
ducto con respecto a la suma, equivale a la expresion x*+x?sexy+yz
que es un polinomio ain en la usual terminologia elemental. Por
otra parte, una escritura como 3x + V5 y no es un polinomio se-
gun nuestra definicion dada, porque aparecen los nimeros 3 y 5
que no s0N DpEPEI’.‘iﬂﬂEﬂ.

Desde el punto de vista del Algebra Individual, en este Olti-
mo caso se habla de funciones algebraicas: una funcion algebraica
sobre un é]gebra A es un polinomio en el que, en el lugar de al-
gunas variables, aparecen elementos de A,

Recordamos que se llama identidad a la igualdad entre dos
polinomios; una identidad del tipo pl{xi,...,xn)=q{><1,...,>cn} B va-
lida en el élgebra A si para cada Bpeees anc.& se tiene efectiva-
mente que pla,,..., an}=q{a1,..., an}.

Sub-algebras, Productos directos, Cocientes

Mos proponemos mostrar como a partit de una o mas alge-
bras se pueden construir otras estructuras.

Dada un algebra A se dice que B es sub-algebra' de A si B
g5 un sub-conjunto no vacio de A ¥ 5 perrado respecto a las
operaciones bases; esto es si cada operacion, actuando sobre ele-
mentos de B, da como resultado, r,arnbién, un elemento de B.

Si consideramos, por ejemplo, el conjunto de los numeros en-
teros, dotado de la uperacién de suma, los numeros impares no
constituyen una sub- algebra, porque la suma de dos numeros im-
pares es un numero parj si por el contrario consideramos como
operacion solo el producto, los numeros impares forman obvia-
mente una sub-algebra.

El dltimo ejemplo pone en evidencia, en particular, que el
cgncepto de sub-algebra deper'!de de la estructura completa ¥ no
solo del conjunto base de las algebras en cuestion,

Motamos expllmtamente que el concepto de subgrupo coincide
con el de sub- algebra de un grupo, solo cuando este Gltimo viene
representado como algebra dotada de tres operaciones,

Consideremos el conjunto de los vectores de RE (aplicados en
el origen). Es sabido como la operacion elemental de suma (regla
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del paralelogramo) corresponde algebréicgmﬂntn a la suma "Ter-
mino & termino" de las coordenadas, mas precisamente la suma
de los vectores correspondientes a las parejas (x ,y.f] y (x2,¥2) es
el vector asociado a la pareja I:x.l+x r Yat¥ak ‘EE puede facilmente
generalizar la situacion, considerandd el prGducto cartesiano AXB
{conjunto de todas las parejas ordenadas (a ,b) con acA y beB) de
las algebras similares. Podemos, en efecto, introducir operau:mnas
entre parejas con el mismo procedimiento de composicion termino

a termino. Si con * indican 2 operaciones en A y en B,
respeclivamente, se defm% la nperacmn * §E)vl:hr: la manera si-
guiente: l:a,l b,'} *AXB{ETbEj = (31 pa 2, " B Entran en este

cuadro los productos directos de grupo, am!lus, espacios vectoria-
les; se habla, en general, de producto directo entre las algebras.

Se puede facilmente generalizar la definicion al caso de un
numero cualquiera de algebras similares.

Para introducir un ulterior pmcedimientu que permite obtener
nuevas algebras, damos la nocion de congruencia. Damos por co-
nocido el concepto de relacion de equivalencia sobre un conjunto;
naturalmente, en el caso de un algebra, tendran particular interes
aguellas relaciones de equivalencia gue resulten compatibles con
las operaciones bases,

Mas precisamente, si R es una relacion de equivalencia sobre
un algebra A, decimos que R es una congruencia si, para cada
operacion f{x.r, winy xn} definida sobre A, tenemos que si aini para

cada i%n se sigue que fla,,..,a 1R fib e By %

Por ejemplo, en el amliu de los enterus mn las operaciones
ordinarias de suma y producto, se considera la relacion siguiente:
aR b 5 si a-b es multiplo de un fijado entero nf0, se ve facil-
mente que es compatible con la operacion de suma (en modo
analogo se prueba la compatibilidad respecto al productol

Sea aRnb y cR b estoesa =b + kn y c = d + hn. Sumando
miembro a miembro, se obtiene: a + ¢ = (b+d) + (k+hin y por
consiguiente Ea+cJRn{h+d}.

Esta circunstancia permite definir una operacion, estrecha-
mente ligada a la suma, entre las clases de equivalencias relati-
vas a las relaciones R . En efecto, si [a] y [c]son las clases de

equivalencia, hagamos [a] [e]= [a+c] . Enefecto la definicion
precedentes es valida porque si [a]l= [b] y [c] = [d] entonces
[a+c] = [b+d]. El resultado no depende del “representante” elegido
para cada clase de equivalencia.

Examinamos el caso particular en que n=%: tenemos entonces

[0] = [9k]
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[1] = [9k+1]

[8] = [9k+B]

Se tiene, por ejemp]n:

81+ [7) = [15] = [40] = [4]. Entonces en el
conjunta {[0], [ ] o .,TH TFSUltan definidas de manera natural

las operaciones inducidas de la suma y del producto entre nime-
ros enteros., En esta propiedad se basa la conocide "prueba del 9"
veamoslo en un ejemplo,

Para verificar mediante la prueba del nueve el producto
56,13 = 728, se pmcedrr asi:

5+ 6 = 11 v 1 = 2. Es facil ver gue [55][ = [11] =[2].
Por otro lado [ 3] [’I+3] [4 ]]en conclusion: [2] . [4] =[8]
que coincide con [FZE] - ['.-‘+2+B = [17] = [B8]. Se recuerda
que la prueba del 7 es una chd]Emn necesaria, pero no suficien-
te para que una operacion esté correcta.

Sean A un algebra ¥y R una congruencia; siguiente el proce-
dimiento analogo al visto, se obtiene un algebra similar a A, que
tiene como conjunto base las clases de equivalencia del conjunto
4 respecto a la relacion R: formalmente se pone

f [x ] [ ], - [xn

fy para cada Xay Xz ey X eA. Esta nueva algebra viene indica-
da en la notacion AR y toma el nombre de cociente del algebra
respecto a la relacion R.

] =[f Xqa¥ge s X ] para cada operacion

Como ulterior ejemplo, consideramos el espacio vectorial R*
¥ la relacion M que asocia los vectores que tienen la misma or-
denada. Es facil wver gque M es una relacion de congruencia. El
conjunto cociente esta constituido de las rectas del plano parale-
las al eje X; se introducen pues, las operaciones inducidas por las

correspandientes operaciones en R2. Asi la "suma" de las rectas
de ecuaciones y=m y y= B resulta la recta de ecuacion y= «+§ ,
rientras el "producto” del numero real K por la recta y=a es la
recta de ecuacion y=ka.

Hacemos notar explicitamente que en los grupos, en los ani-
llos v en los espacios vectoriales las congruencias estan en corres-
pondencia biyectiva respectivamente con los subgrupos normales,
los ideales v los subespacios vectoriales: este resultado no tiene
caracter general ya que no es valido en cada algebra.

Considerando los conceptos analizados en el precedente pa-
rrafo, se introducen tres operadores que juegan un papel muy im-
portante en el estudio del Algebra Universal.
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Teniendo un algebra A (o un conjunto B de algebras simila-
res), llamamas 5(A) [0 S(B)] al conjunto de las sub-algebras de A
o de las sub-slgebras de algebras de B

Del mismo modo PB) es el conjunto de los productos direc-
tos de algebras de B, y H(B) es el conjunto de los cocientes de
las algebras de B.

Resulta inmediato probar que los operadores 5, P, H son ope-
radores cerradura {recordemos que un operador K se dice de ce-
rradura si X S KX, de XEY se sigue que KXEKY, KX = KKX). Por
tanto, puede considerarse la cumparacidn entre los operadores.

Podemos entonces enunciar uno de los primeros resultados del
Algebra Universal.

Teorema:

Para cada conjunto de algebras similares X, HSPX esta cons-
tituido por todas (y solo estas) las algebras donde tienen validez
las identidades que se satisfacen en cada algebra de X,

Del analisis de este teorema se siguen interesantes conexio-
nes entre el Algebra Universal y la teoria de los moedelos, sobre
todo en cuanto al estudio de la invariabilidad de ciertas formulas
bajo oportunos operadores.

En definitiva, el Algebra Universal permite enfrentar y des-
eribir, en Lermmm mas generales, diversos tipos de situaciones:
se alcanzan asi definiciones unitarias y resultados cuyas demos-
traciones son a veces mas simples gue aquellas relativas a los
distintos casos particulares,
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